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Аннотация: в работе рассмотрены вопросы экономико-

математического моделирования валового регионального продукта Республики 

Марий Эл мультипликативными производственными функциями. Проведена 

оценка статистической и экономической значимости и экономической адек-

ватности построенных моделей. При моделировании предложено использо-

вать такую характеристику, как «эффективный объем труда», учитываю-

щую качественные характеристики этого фактора производства. Такой под-

ход позволил существенно увеличить долю экономически значимых и адекват-

ных моделей валового регионального продукта, что подтверждается резуль-

татами численных экспериментов. 
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В макроэкономике при моделировании взаимосвязи между затратами ре-

сурсов и валовым региональным продуктом (ВРП), как правило, используются 

производственные функции (ПФ), которые строятся на основе статистических 

данных и используются в основном для решения задач анализа, планирования и 

прогнозирования [5]. В качестве ресурсов на макроуровне чаще всего рассмат-

ривают накопленный труд в форме производственных фондов (капитал ( )tK ) и 
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настоящий (живой) труд ( )( )tL , а в качестве функции – валовой выпуск ( )( )tY . 

Капитал и валовый выпуск измеряются количественно в стоимостных показа-

телях (текущих и сопоставимых), а труд – в натуральных показателях, с исполь-

зованием данных официальной статистики. Тогда макроэкономика моделирует-

ся следующей нелинейной макроэкономической ПФ вида: ( ).,LKFY =  

В работе при моделировании ВРП Республики Марий Эл были использо-

ваны следующие ПФ [2]: производственная функция Кобба – Дугласа 

 −= 1
0 LKY , производственная функция Кобба – Дугласа с учетом техноло-

гического прогресса teLKY −=  1
0 , мультипликативная производственная 

функция 21
0

 LKY =  и с учетом технологического прогресса – 

teLKY =  21
0 . В качестве трудовых ресурсов рассматривались: числен-

ность населения ,1L  численность рабочей силы 2L  и численность занятых в 

экономике .3L  Для построения таких динамических моделей использовали 

официальные данные Федеральной службы государственной статистики [6] за 

2000–2019 гг. 

Оценка статистической значимости построенных моделей произведена по 

критерию Фишера-Снедекора при уровне значимости, равной 5%. Экономиче-

ская значимость (адекватность) моделей оценивалась исходя из следующих 

ограничений [4]: 

–  для производственной функции Кобба – Дугласа  −= 1
0 LKY  – 

10  ,00   ; 

–  для производственной функции Кобба – Дугласа с учетом научно-

технического прогресса teLKY −=  1
0  – 0  ,10  ,00   ; 

–  для мультипликативной производственной функции 21
0

 LKY =  – 

0  ,0  ,0 210   ; 

–  для мультипликативной производственной функции с учетом научно-

технического прогресса teLKY =  21
0  – 0  ,0  ,0  ,0 210   . 
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Если для мультипликативных функций выполняются дополнительно усло-

вия вида ( ) ( ),1 ;0  ,1 ;0 21    то они являются неоклассическими производ-

ственными функциями, или их будем считать экономически адекватными. 

Было построено 24 модели, как в текущих, так и в сопоставимых ценах (с 

учетом индекса потребительских цен). Результаты моделирования ВРП Респуб-

лики Марий Эл (РМЭ) представлены в таблицах 1 и 2. 

Таблица 1 

Моделирование ВРП РМЭ производственными функциями Кобба – Дугласа 

№ п/п Производственные функции 2R  

Производственные функции Кобба – Дугласа в текущих ценах 

1 4979,0
1

4979,101810,0
−

= LKY  0,9050 

2 4834,0
2

4834,10143,0
−

= LKY  0,8918 

3 4686,0
3

4686,10147,0
−

= LKY  0,8906 

4 teLKY = 0774,02504,0
1

7496,05731,0  0,8555 

5 teLKY − = 1790,02445,1
2

2445,08000,129  0,8537 

6 teLKY − = 1872,02747,1
3

2797,04857,178  0,8553 

Производственные функции Кобба – Дугласа в сопоставимых ценах 

7 6093,0
1

6093,10176,0
−

= LKY  0,0820 

8 2427,0
2

2427,10843,0
−

= LKY  0,0726 

9 5100,0
3

5100,10187,0
−

= LKY  0,0976 

10 teLKY − = 0700,04477,1
1

4477,07732,134  0,7946 

11 teLKY − = 0707,04668,1
2

4668,07777,384  0,8905 

12 teLKY − = 0766,05099,1
3

5099,04954,563  0,8950 

 

Таким образом, среди моделей, описываемых функциями Кобба – Дугласа, 

статистически значимыми оказались 9 моделей, экономически значимыми и 

экономически адекватными – по одной модели. 

При моделировании мультипликативными производственными функциями 

(табл. 2) статистически значимыми оказались 10 моделей, экономически значи-

мыми – 2 модели, а экономически адекватных моделей построить не удалось. 



Издательский дом «Среда» 
 

4 https://phsreda.com 

Содержимое доступно по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 license (CC-BY 4.0) 

Таблица 2  

Моделирование ВРП РМЭ мультипликативными 

производственными функциями 

№ п/п Производственные функции 2R  

Мультипликативные производственные функции в текущих ценах 

1 4586,29
1

2068,0877592,3
−

+= LKЕY  0,9788 

2 1157,4
2

7042,1155985,1 LKЕY −=  0,9814 

3 0423,4
3

8457,1166754,7 LKЕY −=  0,9862 

4 teLKЕY −−
+= 0029,05876,29

1
2306,0877518,6  0,9793 

5 teLKЕY − −= 1813,09162,5
2

0428,0111670,1  0,9704 

6 teLKЕY − −= 2325,02866,7
3

2359,0142728,6  0,9867 

Мультипликативные производственные функции в сопоставимых ценах 

7 1269,14
1

0737,04405236,9
−− += LKЕY  0,9407 

8 0422,4
2

2348,0138296,3
−

+= LKЕY  0,2440 

9 0376,5
3

3078,01800354,3
−− += LKЕY  0,4054 

10 teLKЕY −−
+= 0378,09125,21

1
2059,0654349,8  0,9674 

11 teLKЕY − −= 0784,07609,3
2

0950,0062067,7  0,9393 

12 teLKЕY − −= 0994,06978,4
3

0702,0083804,3  0,9620 

 

Так как среди построенных моделей экономически адекватных моделей 

оказалось только одна (4,17%), то мы приходим к выводу о том, что при оценке 

динамики ВРП большое значение приобретает оценка качества факторов про-

изводства. Например, улучшению качества рабочей силы способствует повы-

шение уровня образования и рост эффективности системы здравоохранения. И 

для заданного количества трудовых ресурсов такое неоцененное изменение ка-

чества труда в итоге проявляется в росте совокупной производительности фак-

торов производства [1]. И чтобы учитывать повышение качества труда, физиче-

ский объем труда можно дополнить такими составляющими как: образование, 

пол, опыт и т. д., взвешенные в соответствии со ставкой средней заработной 

платы, которая является приближенной оценкой предельного продукта труда. 
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Следовательно можно рассмотреть ПФ вида ( ) ( ) ( ) ( )( ), ; tAtLtKFtY =  где в 

качестве характеристики технологического прогресса ( )tА  используются пока-

затели, которые характеризуют экономику качества населения, основанные на 

концепциях «человеческого капитала», «качества населения» и т. д. Несмотря 

на определенные расхождения в существующих трактовках качества населения, 

в основе этого понятия лежит единый подход, основанный на системе свойств, 

характеризующих совокупность свойств индивида. Эти свойства принимают 

форму количественно наблюдаемых и измеряемых эмпирических характери-

стик, непосредственно определяющих влияние демографического фактора на 

экономические процессы. Это особенно важно в современных условиях бурно-

го развития технологических инноваций, так как вложения в человеческий ка-

питал могут обеспечить существенный рост как ВРП, так и уровня жизни насе-

ления. 

Переменную ( ) ( ) ( ),ˆ tLtLtА =  равную произведению физического труда 

( )tL  на его эффективность ( ),tА  называют часто «эффективным объемом тру-

да». На первом этапе можно напрямую учесть влияние средней заработной пла-

ты или среднедушевого дохода как ,wL  где w  – индекс среднего дохода, рав-

ный 1 для базисного периода [3]. При этом для численности населения исполь-

зовался уровень доходов, а для остальных факторов труда – уровень заработ-

ных плат. 

Такой подход (табл. 3) позволил довести долю экономически значимых и 

экономически адекватных моделей для Республики Марий Эл до 91,67% (11 

моделей из 12), что несомненно позволяет применить такие модели для эконо-

мически обоснованного анализа и прогнозирования динамики ВРП РМЭ, 

например при использовании моделей экономического роста Р. Солоу. 

Таблица 3  

Моделирование ВРП РМЭ производственными функциями 

с учетом «эффективного труда» 

№ п/п Производственные функции 2R  
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Производственные функции Кобба – Дугласа 

1 8529,0
1

1471,09730,7 LKY =  0,9912 

2 7971,0
2

2029,04807,9 LKY =  0,9827 

3 8275,0
3

1725,01378,12 LKY =  0,9809 

4 teLKY = 0059,07840,0
1

2160,07653,5  0,9930 

5 teLKY = 0115,06768,0
2

3232,00153,5  0,9838 

6 teLKY = 0135,06830,0
3

3170,05483,5  0,9847 

Мультипликативные производственные функции 

7 8094,0
1

2287,02333,4 LKY =  0,9927 

8 6871,0
2

4227,05396,1 LKY =  0,9852 

9 6949,0
3

4351,03699,1 LKY =  0,9863 

10 teLKY − = 0419,07800,0
1

14693,03869,349  0,9917 

11 teLKY = 0115,06768,0
2

3231,00267,5  0,9838 

12 teLKY = 0137,06829,0
3

3158,06268,5  0,9847 

 

Усиление интереса к моделям такого рода в большой степени связано с 

осознанием того факта, что инвестиций в физический капитал недостаточно для 

увеличения национального дохода, а вложения в человеческий капитал могут 

обеспечить существенное увеличение уровня жизни. Это особенно важно в со-

временных условиях бурного развития технологических инноваций [3]. 

Учет качественных изменений возможен также и в основном капитале. 

Например, можно рассмотреть разложение этого фактора на несколько состав-

ляющих, взвешенных по разным видам капитала с весами, соответствующими 

относительным рентным доходам, можно выделить инвестиции, направляемые 

на создание высокотехнологических производств с более высокой нормой 

амортизации и т. д. 

Таким образом, в процессе работы была количественно доказана необхо-

димость и обоснованность применения при моделировании ВРП модифициро-

ванных характеристик трудовых ресурсов, учитывающих в определенной сте-
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пени качественные его составляющие, фактически представляющие собой ин-

вестиции в человеческий капитал. 
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