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О ПРИМЕНЕНИИ ТОЖДЕСТВЕННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

Аннотация: при решении тригонометрических выражений, тригономет-

рических уравнений, геометрических задач необходимы упрощения, их тожде-

ственные преобразования. Во введении статьи сказано об определенных прие-

мах, облегчающих работу. Далее приведены преобразования тригонометриче-

ских выражений в алгебраическом тождестве, в геометрической задаче, в 

тригонометрических выражениях, при решении тригонометрического уравне-

ния применением универсальной тригонометрической подстановки. Каждое 

высказывание опирается на некоторые источники, и они приведены в статье. 

Указаны отдельные приемы, облегчающие работу при преобразовании тожде-

ственных выражений, при решении тригономентрических уравнений. Приведе-

ны два чертежа. 

Ключевые слова: тождественные преобразования, тригонометрические 

выражения, алгебраическое тождество, геометрическая задача, тригономет-

рическое уравнение универсальная тригонометрическая подстановка. 
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Введение. Выполняя тождественные преобразования в тригонометрических 

выражениях, мы должны использовать определенные приемы, которые 

облегчают работу. Это такие действия, как: 

– перенос слагаемых из одной части выражения в другую (прибавление 

или же вычитание одинаковых слагаемых), 

– умножение или деление на одно и тоже выражение (величину), отличное 

от нуля, а также выполнение таких действий как: 

– использование формул сокращенного умножения, 

– вынесение общего множителя за скобки, 

– выделение полного квадрата, 

– разложение на множители квадратного трехчлена (знание нахождения 

дискриминанта и корней квадратного уравнения), 

– введение новой переменной. 

Все эти действия необходимы для упрощения применяемых 

тригонометрических выражений. Необходимый материал можно найти в 

следующих источниках [1, 9, 19]. 

Анализ современных публикаций. 

1. Преобразование тригонометрических выражений в алгебраическом 

тождестве. 

1. Доказать тождество: 𝑠𝑖𝑛6𝛼 + 𝑐𝑜𝑠6𝛼 + 3𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1 

Доказательство: 

𝑠𝑖𝑛6𝛼 + 𝑐𝑜𝑠6𝛼 + 3𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼(1)=(𝑠𝑖𝑛2𝛼)3 +

(𝑐𝑜𝑠2𝛼)3+3𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼(2)=(𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛼)(𝑠𝑖𝑛4𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 +

𝑐𝑜𝑠4𝛼)+ 3𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼(3)=𝑠𝑖𝑛4𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠4𝛼 +

3𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼=𝑠𝑖𝑛4𝛼 + 2𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠4𝛼(4)=(𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛼)2(5) = 1; 1=1 
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На основе доказанного тождества можно составить схему: 

 

В данной схеме линия (1) →(2) →(3) →(4) →(5) указывает конечную цель, а 

жирная стрелка, замыкающая цепь, означает достижение этой цели [11, 14, 17, 7, 3]. 

2. Преобразование тригонометрических выражений в геометрической 

задаче. 

В качестве примера рассмотрим следующую задачу: радиус основания ко-

нуса равен R, а образующая наклонена к плоскости основанияпод углом α. В 

этом конусе проведена плоскость черезего вершину под углом β к его высоте. 

Определить площадь полученного сечения [13, 16, 2, 4, 18, 20]. 

 

Дано: конус, OA=R 

∠𝑀𝐴𝑂 = 𝛼, ∠𝑂𝑀𝐸 = 𝛽 

________________________ 

𝑆𝑀𝐵𝐶−? 

Решение: 

𝑆𝑀𝐵𝐶 =
1

2
𝐵𝐶 ∗ 𝑀𝐸, ⊿𝑀𝐵𝐶 −  равнобедренный, т.к. MB=MC (образующие 

конуса). 
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Из ⊿𝑀𝑂𝐸: cos 𝛽 =
𝑀𝑂

𝑀𝐸
⇒ 𝑀𝐸 =

𝑀𝑂

cos 𝛽
 (1). Из ⊿𝑀𝑂𝐴: 𝑡𝑔𝛼 =

𝑀𝑂

𝐴𝑂
⇒ 𝑀𝑂 =

𝐴𝑂 ∗ 𝑡𝑔𝛼 (2). Значение 𝑀𝑂 из (2) подставим в (1): 𝑀𝐸 =
𝐴𝑂∗𝑡𝑔𝛼 

cos 𝛽
 (3) 

Рассмотрим ⊿𝑀𝑂𝐴: 𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝐴𝑂

𝑀𝐴
⇒ 𝑀𝐴 =

𝐴𝑂

𝑐𝑜𝑠 𝛼
=

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝛼
; 𝑀𝐴 =  𝑀𝐵 =

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝛼
(4) 

Из ⊿𝑀𝐵𝐸: 𝐵𝐸 = √𝑀𝐵2 − 𝑀𝐸2=√
𝑅2

𝑐𝑜𝑠2𝛼
−

𝑅2∗𝑡𝑔2𝛼

𝑐𝑜𝑠2𝛽
=√

𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝛽−𝑅2∗𝑡𝑔2𝛼∗𝑐𝑜𝑠2𝛼

𝑐𝑜𝑠2𝛼∗𝑐𝑜𝑠2𝛽
= 

=
𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∗ cos 𝛽
√𝑐𝑜𝑠2𝛽 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼 

𝑐𝑜𝑠2𝛽 =
1 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽

2
; 𝑠𝑖𝑛2𝛼 =

1 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼

2
 

√𝑐𝑜𝑠2𝛽 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼=√2𝑐𝑜𝑠
2𝛽+2𝛼

2
∗ 𝑐𝑜𝑠

2𝛽−2𝛼

2
=√cos (𝛽 + 𝛼) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼) 

𝐵𝐸 =
𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∗ cos 𝛽
∗ √cos (𝛽 + 𝛼) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼) 

𝑆𝑀𝐵𝐶 =
1

2
∗

2𝑅 ∗ √cos (𝛽 + 𝛼) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼) ∗ 𝑅𝑡𝑔𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∗ cos 𝛽 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝛽
=

=
𝑅2𝑡𝑔𝛼√cos (𝛽 + 𝛼) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼)

𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∗ 𝑐𝑜𝑠2𝛽
=

=
𝑅2𝑡𝑔𝛼√cos (𝛽 + 𝛼) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼)

𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∗ 𝑐𝑜𝑠2𝛽
 

Ответ: 
𝑅2𝑡𝑔𝛼√cos (𝛽+𝛼)∗𝑐𝑜𝑠(𝛽−𝛼)

𝑐𝑜𝑠 𝛼∗𝑐𝑜𝑠2𝛽
 

3. Тождественные преобразования в тригонометрических выражениях. 

Вычислить: 

𝑡𝑔9° − 𝑡𝑔63° + 𝑡𝑔81° − 𝑡𝑔27° = (𝑡𝑔9° + 𝑐𝑡𝑔9°) − (𝑡𝑔63° + 𝑐𝑡𝑔63°) =

(
𝑠𝑖𝑛9°

𝑐𝑜𝑠9°
+

𝑐𝑜𝑠9°

𝑠𝑖𝑛9°
) − (

𝑠𝑖𝑛63°

𝑐𝑜𝑠63°
+

𝑐𝑜𝑠63°

𝑠𝑖𝑛63°
) =

𝑠𝑖𝑛29°+𝑐𝑜𝑠29°

𝑐𝑜𝑠9°∙𝑠𝑖𝑛9°
 -

𝑠𝑖𝑛263°+𝑐𝑜𝑠263°

𝑠𝑖𝑛63°∙𝑐𝑜𝑠63°
=

2∙1

2𝑐𝑜𝑠9°∙𝑠𝑖𝑛9°
−

2∙1

2𝑠𝑖𝑛63°∙𝑐𝑜𝑠63°
=

2

𝑠𝑖𝑛18°
−

2

𝑠𝑖𝑛126°
=

2(𝑠𝑖𝑛126°−𝑠𝑖𝑛18°)

𝑠𝑖𝑛18°∙𝑠𝑖𝑛126°
=

2∙2𝑠𝑖𝑛54°∙𝑐𝑜72°

𝑠𝑖𝑛18°∙𝑠𝑖𝑛126°
=

4sin (180°−126°)∙cos (90°−18°)

𝑠𝑖𝑛18°∙𝑠𝑖𝑛126°
=

4𝑠𝑖𝑛126°∙𝑠𝑖𝑛18°

𝑠𝑖𝑛18°∙𝑠𝑖𝑛126°
= 4 

Ответ: 4 [8]. 
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4. Тождественные преобразования при решении тригонометрического 

уравнения применением универсальной тригонометрической подстановки. 

Хорошие тождественные преобразования можно выполнить, решая 

тригонометрическое уравнение, применением универсальной 

тригонометрической подстановки. 

Уравнение вида 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐 решается применением универсальной 

подстановки 𝑡𝑔
𝑥

2
= 𝑡, тогда 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑡

1+𝑡2
;  𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
. Делая такую подстановку, 

т.е. 𝑡𝑔
𝑥

2
= 𝑡, считаем, что 𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
≠ 0, т.е. 𝑥 ≠  𝜋 + 2𝜋𝑛, 𝑛𝜖𝑍. 

Решить уравнение: 𝑠𝑖𝑛𝑥 + √3𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2 

Решение: 

Сделаем замену 𝑡𝑔
𝑥

2
= 𝑡, тогда 

2𝑡

1+𝑡2
+

√3(1−𝑡2)

1+𝑡2
 =2, т.е. (√3 + 2) 𝑡2 − 2 𝑡 −

(√3 − 2) = 0, 𝐷1 = 0, 𝑡 =
1∙(√3−2)

(√3+2)(√3−2)
= 2 − √3 = 𝑡𝑔15° 

𝑡𝑔15° = 𝑡𝑔(45° − 30°) =
𝑡𝑔45°−𝑡𝑔30°

1+𝑡𝑔45°∙𝑡𝑔30°
=

(√3−1)(√3−1)

(√3+1)(√3−1)
=

3–2√3+1

2
=2-√3 = 𝑡𝑔

𝑥

2
 

𝑡𝑔
𝑥

2
= 𝑡𝑔15° ⇒

𝑥

2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑡𝑔15°) + 𝜋𝑛, 𝑛𝜖𝑍 

𝑥

2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑡𝑔15°) + 180°𝑛, 𝑛𝜖𝑍 

𝑥

2
= 15° +  180°𝑛, 𝑛𝜖𝑍 ⇒ 𝑥 = 30° +  360°𝑛, 𝑛𝜖𝑍 

Ответ: 30° +  360°𝑛, 𝑛𝜖𝑍 30° +  360°𝑛, 𝑛𝜖𝑍 [12, 6, 10, 5, 15]. 

Выводы. Итак, выполнение тождественных выражений необходимо в 

тригонометрических выражениях, при решении стереометрических задач, 

тригонометрических уравнений при применении универсальной подстановки. 

Эти преобразования способствуют выработке у учащихся таких качеств как: 

– повышение интереса к изучаемой теме; 

– гибкость мышления; 

– находчивость; 

– настойчивость к достижению определенных результатов; 

– умение связывать теоретический материал с практическим. 
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