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УРАВНЕНИЯ БЕССЕЛЯ В ЗАДАЧАХ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Аннотация: в статье рассматривается актуальная проблема повышения 

качества математического образования. Предлагается содержание занятия по 

дисциплине математическая физика, на котором показано, как применяется 

изучаемый математический аппарат в задачах геофизики. Применение данной 

методики проведения занятия позволяет повысить уровень освоения материала. 
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Математическое образование специалиста предполагает овладение навы-

ками использования изучаемого аппарата в профессиональных и исследова-

тельских задачах. Часто студенты плохо понимают, как полученные математи-

ческие знания можно использовать для решения практических задач. Следова-

тельно, актуальной является задача при изучении математики показывать сту-

дентам применение изученных методов в задачах и примерах по тематике бу-

дущей профессиональной деятельности. 

Математический язык позволяет точно и однозначно описывать постановку 

задачи: исходные данные, как установлены связи, что требуется найти. При ре-

шении поставленных задач используются методы математической физики (в 

области постановки прямых краевых задач и решения уравнений в частных 

производных). С помощью уравнений математической физики описываются 
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связи между моделями среды и поля, поэтому исследование свойств корректно-

сти постановки обратных задач включает в себя исследование свойств устойчи-

вой и однозначной разрешимости соответствующих уравнений математической 

физики. Уравнения математической физики – это условное название моделей 

тех связей, которые используются для расчета физических полей по известным 

физическим моделям. Они установлены для всех практически используемых в 

геофизике рациональных физических полей и имеют вид дифференциальных, 

интегральных уравнений. Уравнению Лапласа удовлетворяет не только потен-

циал гравитационного поля вне области, содержащей источники, но и все его 

производные вместе с их линейными комбинациями. Этому уравнению в сво-

бодном пространстве, т. е. в области, где отсутствуют источники, удовлетворя-

ют и многие другие геофизические поля – компоненты магнитного поля, есте-

ственного электрического, теплового для установившегося температурного ре-

жима поля при постоянных электропроводности и теплопроводности среды. 

Уравнение Лапласа – это фундаментальное уравнение в геофизике, а функции, 

ему удовлетворяющие, называются гармоническими. Недостаточный объем ма-

тематической подготовки, отсутствие в учебных планах важнейших разделов 

математики, на которые опирается теория и методы решения обратных задач 

геофизики приводит к существенным трудностям: студенты, например, не мо-

гут написать волновое уравнение, составить краевые задачи для уравнений эл-

липтического типа. 

Математическая физика является той математической дисциплиной, кото-

рая является мостом между базовой математической подготовкой и использова-

нием математики при изучении курсов, ориентированных на будущую профес-

сию. В этой дисциплине сочетается анализ реальной ситуации с построением 

физической и математической моделей изучаемого явления или процесса. 

Например, интерпретация геофизических данных непосредственно связана с 

понятием модели. Извлечение информации из геофизических данных само по 

себе предполагает моделирование (создание модели). 
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Анализ источников [2; 5; 8; 10; 11] показал, что математическое моделиро-

вание таких важных геофизических методов исследования как электрозондиро-

вание и каротаж скважины, активно продолжается и развивается. Его результа-

ты позволяют повышать качество интерпретации результатов геофизических 

исследований. Следовательно, при подготовке инженерных кадров важно с са-

мого начала обучения высшей математике показывать ее связь с практическими 

исследовательскими задачами. 

В данной работе предлагается содержание занятия, совмещающего изуче-

ние темы «Уравнение Бесселя и методы его решения» и ознакомление с матема-

тическими моделями некоторых прямых задач математической физики, в кото-

рых это уравнение решается, на примере задач геофизики. 

В первой части занятия учащиеся получают основные сведения о диффе-

ренциальном уравнение, которое будет использоваться при решении задачи ма-

тематической физики. Уравнение Бесселя – это обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение второго порядка с переменными коэффициентами. Оно имеет 

вид: 
2 2 2( ) 0x y xy x V y + + − = . Решение такого уравнения ищем в виде обобщенно-

го степенного ряда 
0

k
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k
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. Полученные функции явля-

ются примерами цилиндрических функций и называются функциями Бесселя 

первого рода. Общее решение уравнения Бесселя в этом случае имеет вид: 

)()()( 21 xJCxJCxy vv −+= . При целых значениях nv =  функции Бесселя первого ро-

да становятся линейно зависимыми: ( ) ( 1) ( ),n

n nJ x J x− = −  поэтому в качестве вто-

рого линейно независимого решения используется функция Бесселя второго 

рода: )(lim)(;
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)( xYxY
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. В этом случае общее решения 

уравнения Бесселя принимает вид: )()()( 21 xYCxJCxy nn += . 



Издательский дом «Среда» 
 

4     https://phsreda.com 

Содержимое доступно по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 license (CC-BY 4.0) 

Уравнение вида
 

0)( 222 =+−+ yvxyxyx  называется модифицированным 

уравнением Бесселя. Фундаментальную систему решений такого уравнения при 

нецелом значении v  составляют модифицированные функции Бесселя первого 

рода: )(xIv =
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. Тогда общее ре-

шение можно записать как: )()()( 21 xICxICxy vv −+= . 

При целых значениях nv =  модифицированные функции Бесселя первого 

рода становятся линейно зависимыми, поэтому в качестве второго линейно не-

зависимого решения используется модифицированная функция Бесселя второго 

рода (функция Макдональдса): )(lim)(;
)sin(

)()(

2
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случае общее решения уравнения Бесселя принимает вид: )()()( 21 xKCxICxy nn += . 

Таким образом, студенты понимают, что уравнение Бесселя бывает двух типов 

и общее решение каждого из них является линейной комбинацией соответ-

ствующих цилиндрических функций (функций Бесселя). 

На следующем этапе можно показать при решении каких прямых задачах 

геофизики появляется это уравнение. В разведочной геофизике используются 

методы исследования скважин (каротаж, зондирование) с помощью скалярных 

полей разной физической природы. Рассмотрим математические модели про-

цессов, используемых, при электрическом зондировании и каротаже скважины. 

И в том, и в другом случае электрод помещается в среду, создает поле той или 

иной природы и необходимо рассчитать зависимость потенциальной функции 

от расстояния до электрода и ее распределение по вертикальной оси. Разница 

заключается в том, что при электрозондировании дневная поверхность распо-

ложена близко от электрода, а при каротаже – далеко и краевым эффектом мож-

но пренебречь. Исследуется установившийся стационарный процесс, следова-

тельно, имеем задачу Дирихле, которая записывается следующим образом: 

( ) 0,,0 uuVvvu ==


, где  - граница области V . Из-за геометрии скважины 

математические модели таких задач удобно формулировать в цилиндрической 
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системе координат. В цилиндрической системе координат ),,( z  уравнение 

Лапласа для потенциальной функции ),,( zuu =  имеет вид: 
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При использовании точечного электрода потенциальная функция не зави-

сит от полярного угла, т. е. 
2

2 2

1 u

p 




=0, поэтому уравнение Лапласа имеет вид:  

2 2

2 2
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u u u
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  
+ + = . Решаем уравнение Лапласа в цилиндрических координатах 

методом разделения переменных: u R Z=  , где
( )

( )

R R

Z Z z

=

=
. После подстановки и 

разделения переменных имеем: 
1R R Z

a
R R Z

  
+ = − = . Важно отметить, что знак 

константы a  определяется граничными условиями задачи. В случае электро-

зондирования наличие плоской границы раздела параллельной дневной поверх-

ности требует, чтобы функция Z(z) была апериодической. Следовательно, 

2a m= − , тогда получим систему двух обыкновенных дифференциальных урав-

нений второго порядка. Одно из них имеет вид: 02 =− zmz  и его решением бу-

дет функция ( ) mzmz BeAezZ += − . Второе уравнение представляет собой уравнение 

Бесселя нулевого порядка: 2 2 2 0R R m R   + + = . Поскольку порядок уравнения 

целое число, то общее решение записывается с помощью функций Бесселя ну-

левого порядка первого рода 
0( )J m  и второго рода 

0( )Y m и имеет вид: 

0 0( ) ( )R AJ m BY m = + . Тогда потенциальную функцию можно записать: 

( ) ( ) ( ) ( )mz

m

mz

mmmm eDeCmYBmJAzu ++= − 00, . 

Таким образом, получено математическое решение задачи. Далее необхо-

димо пояснить студентам, что полученную функцию нужно проверить на соот-

ветствие требованиям, предъявляемым к функции, описывающей физический 

процесс. Потенциальная функция должна быть ненулевой, конечной и одно-

значной. В данном случае нарушается требование конечности решения задачи, 

поскольку функция Бесселя второго рода 𝑌0(𝑚𝑝) обращается в бесконечность 
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при 0= , следует обнулить соответствующие коэффициент 0=mB . Далее, необ-

ходимо учесть, что функция должна быть ограниченной при 𝑧 → +∞, поэтому 

нужно положить 𝐶𝑚 = 0. Получим окончательно: ( ) ( ) mz

mmm eDmJAzu −=  0, . Пере-

обозначив коэффициенты, имеем: ( ) ( ) mJeAzu mz

mm 0, −= . Проинтегрировав полу-

ченные функции по всем возможным значениям 𝑚, т.е. то 0 до ∞, окончательно 

получим выражение для потенциальной функции: ( ) ( )dmmJemAzu mz  0

0

)(, −



= . 

Значения коэффициентов далее вычисляются с учетом конкретных гранич-

ных условий и параметров среды. Если выражения для полученных коэффици-

ентов 𝐴(𝑚) и 𝐶(𝑚) записать в виде рядов, то после преобразований будет полу-

чена формула: 
2 2 2

1

2
4

e

e

q k
u q

h e 



=

= +
+

 , которая является основной для расчета 

двухслойных палеток метода вертикального электрического зондирования и ис-

пользуется при практических работах. 

Вторая практическая значимая задача – это основная задача теории каро-

тажа. Основой теории каротажа и методики интерпретации его результатов яв-

ляется решение прямой задачи для стационарного электрического поля в моде-

ли изотропной среды с одной цилиндрической границей. Модель скважины 

представляет собой неограниченный по высоте круговой цилиндр, заполненный 

изотропной средой. Источник первичного поля – точечный токовый электрод, 

расположенный на оси симметрии цилиндра. В этом случае после разделения 

переменных в уравнении Лапласа, знак константы определяется тем, что функ-

ция )(zZ должна быть периодической. В результате получим обыкновенные 

дифференциальные уравнения, одно из которых имеет вид: 02 =+ zmz  и его ре-

шением будет функция ( ) )sin()cos( mzBmzAzZ mm += . Тогда второе уравнение пред-

ставляет собой модифицированное уравнение Бесселя нулевого порядка: 

0222 =−+ RmRR  . Поскольку порядок уравнения целое число, то общее ре-

шение записывается с помощью модифицированных функций Бесселя нулевого 

порядка первого рода )(0 mI  и второго рода )(0 mK и имеет вид: 
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( ) ( ) mKBmIAR mm 00 += . Тогда потенциальную функцию можно записать: 

( ) ( ) ( ) ( )mzDmzCmKBmIAzu mmmmm sin()cos(, 00 ++=  . 

Учитывая, что решением задачи Дирихле должна быть ненулевая ограни-

ченная и однозначная функция, обнулим соответствующие коэффициенты и 

после интегрирования получим выражения для 1u  и 2u - потенциальных функ-

ций внутри и вне цилиндра: ( ) ( ) dmmzmImAzu )cos()(,
0

01 =  , 

( ) ( ) dmmzmKmBzu )cos()(, 0

0

2  


= . 

Таким образом, в результате совместного обсуждения математического 

аппарата и прикладных задач, в которых он используется, у студентов форми-

руется необходимый уровень математической компетенции, которая является 

основой профессиональных компетенций. Формируются навыки системного 

анализа, умение создавать математические модели физических и технологиче-

ских процессов. Повышается качество усвоения знаний, появляется интерес к 

научно-исследовательской деятельности. 
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